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     نهايات الدوال العددية
 (نهاية الدوال الحدودية و الجذرية): خاصية

 : حٕثn دانح حدَدٔح دزجرٍاPنركه  

𝑃 𝑥 = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + ⋯+ 𝑎0. 

 lim
𝑥→±∞

𝑃 𝑥 = lim
𝑥→±∞

𝑎𝑛𝑥
𝑛 . 

 :نركه دانح حدَدٔح أخسِ دزجرٍا حٕث

𝑄 𝑥 = 𝑏𝑚𝑥
𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑥

𝑚−1 + ⋯+ 𝑏0. 

 lim
𝑥→±∞

𝑃 𝑥 

𝑄 𝑥 
= lim

𝑥→±∞

𝑎𝑛 𝑥
𝑛

𝑏𝑚 𝑥𝑚 . 

:مثلحأ  

 lim
𝑥→+∞

−3𝑥2 + 5𝑥 + 1 = lim
𝑥→+∞

− 3𝑥2 = −∞. 

 lim
𝒙→−∞

−𝑥3+5𝑥+1

𝑥2+𝑥−1
=  lim

𝒙→−∞

−𝑥3

𝑥2 =  lim
𝒙→−∞

−𝑥 = +∞. 

 :احسة انىٍأاخ انرانٕح  :ذمريه ذطثيقي

 lim
𝑥→+∞

−2𝑥6 + 5𝑥3 + 𝑥 − 3 ;  lim
𝑥→+∞

𝑥2 − 3𝑥. 

 lim
𝑛→+∞

−3𝑥5+5

𝑥3+4
  ;  lim

𝑛→−∞

3𝑥3−𝑥+7

2−𝑥3  . 

lim
𝑛→−∞

𝑥4−𝑥+1

−𝑥3+𝑥−6
. 

II.  وهايح دالح عىذ عذد: 

: 1تعريف

 فئوىا a إنّ انعدد انحقٕقxٓ عىدما ٔؤَل l ذؤَل إنّ  𝑓 𝑥إذا كاود 

lim :وكرة
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 = 𝑙 

: 2تعريف 

 مه جٍح انٕمٕه فئوىا a إنّ x عىدما ٔؤَل lذؤَل إنّ 𝑓 𝑥 إذا كاود -

lim :وكرة
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥 = 𝑙     َأ  lim
𝑥→𝑎
𝑥>𝑎

𝑓 𝑥 = 𝑙 

 مه جٍح انٕساز فئوىا a إنّ x عىدما ٔؤَل lذؤَل إنّ 𝑓 𝑥إذا كاود -

lim  :وكرة
𝑥→𝑎−

𝑓 𝑥 = 𝑙     َأ  lim
𝑥→𝑎
𝑥<𝑎

𝑓 𝑥 = 𝑙 

𝑙حٕث  ∈ ℝ ∪  +∞;−∞  

: خاصية

 lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 = 𝑙 ⟺  
lim
𝑥→𝑎+

𝑓 𝑥 = 𝑙

lim
𝑥→𝑎−

𝑓 𝑥 = 𝑙
 . 

 :اصطلاحاخ يجة احررامها أثىاء حساب وهايح دالح عىذ عذد

 
1

0+ = +∞  َ  
1

0− = −∞ 

 
0

0
 . شكم غٕس محدد

: قاعدة الحساب
 َوحسة a تانقٕمح x ٔكفٓ فقط ذعُٔض aنحساب وٍأح دانح عىد عدد   

 .انىرٕجح مع احرساو الإصطلاحاخ انساتقح

 :مثال

 lim
𝑥→1−

1

2−2𝑥
=

1

2−2
=

1

0
. 

نمعسفح ٌم انىٍأح ذؤَل إنّ
1

0+
 أَ إنّ

1

0−
  ٔكفٓ ذحدٔد إشازج مقاو اندانح

𝑥ندٔىا. عه انٕساز1 إنّ xعىدما ٔؤَل  < 2𝑥− إذن1 >   َمى2ً−

2 − 2𝑥ٓعدد مُجة َتانران : 

 lim
𝑥→1−

 
1

2−2𝑥
 =

1

2−2
=

1

0+ = +∞. 

 :احسة انىٍأح:1ذمريه ذطثيقي

 lim
𝑥→2
𝑥>2

𝑥

2𝑥−4
 َ    𝑙𝑖𝑚

𝑥→3
𝑥<3

 𝑥 +
𝑥−1

4𝑥−12
  َ   𝑙𝑖𝑚

𝑥→5
𝑥<5

 
2𝑥+3

𝑥−5
  

I. و∞+ عىذدالح وهاياخ  −∞:   
    :بصفة عامة

 قٕما مُجثح x ذأخر قٕما مُجثح َ كثٕسج جدا عىدما ٔأخر  𝑓 𝑥إذا كاود-

 ∞+ إنxّ عىدما ذؤَل∞+ ذؤَل إنّ  𝑓 𝑥َكثٕسج فئوىا وقُل أن 

lim َوكرة 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = +∞. 

lim وعسف  انطسٔقح تىفس
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = −∞َ lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = +∞ 

 َ lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 =  .ٌري انىٍأاخ ذسمّ وٍأاخ غٕس مىرٍٕح.∞−

= lim𝑥→+∞ 𝑥إذا كان ندٔىا  𝑙َأ lim𝑥→−∞ 𝑓 𝑥 = 𝑙 

𝑙 حٕث ∈ ℝ فئوٍا ذسمّ وٍأح مىرٍٕح  . 

 :∞− و ∞+قىاعذ الحساب على 

 :  وقثم الاصطلاحاخ انرانٕح كُسائم مساعدج  عهّ حساب انىٍأاخ

 +∞ 𝑛 = +∞. 

 −∞ 𝑛 =  
n فسدْ ∞−

n شَجٓ ∞+
 . 

1

+∞
= 0 .  َ   

1

−∞
= 0 

 +∞ +  +∞ = +∞. 
 −∞ +  −∞ = −∞. 
 +∞ ×  +∞ = +∞. 
 −∞ ×  −∞ = +∞. 
 +∞ ×  −∞ = −∞. 

 :عددا حقٕقٕاk نٕكه 

 : مُجثاkإذا كان
𝑘 ×  +∞ = +∞            . 

𝑘 ×  −∞ = −∞. 

 : سانثاkإذا كان

𝑘 ×  +∞ = −∞. 

𝑘 ×  −∞ = +∞. 

 

𝑘 + ∞ = +∞. 

𝑘 −∞ = −∞. 

+∞− 𝑘 = +∞. 

−∞− 𝑘 = −∞. 

 :(الأشكال الغير محذدج)عملياخ لا يمكه حساتها مثاشرج 

0 ×  ∓∞ . 
0

0
. 

 −∞ +  ∞−∞+ أو .∞
∓∞

∓∞
. 

تمعىّ أوً لا ٔمكه حساتٍا , ٌري انعمهٕاخ ذسمّ أشكالا غٕس محدَدج

, َنكه ٔمكه حساتٍا تعد إجساء عمهٕاخ ذثسٕط كالإخرصال. مثاشسج 

 ...انرعمٕم, انضسب فٓ انمسافق

: قاعدة الحساب

 َ وحسة ∞± تانقٕمح 𝑥 ٔكفٓ أن وعُض∞±نحساب وٍأح دانح عىد   

 .انىرٕجح تاحرساو انقاعدج انساتقح

 :أمثلح

  lim
𝑥→+∞

1

−2𝑥+1
=

1

−2 +∞ +1
=

1

−∞+1
=

1

−∞
= 0. 

  lim
𝑥→−∞

𝑥3 =  −∞ 3 = −∞. 

 . lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑥
=

 +∞ 2

+∞
=

+∞

+∞
 

ندٔىا : نرنك سىحاَل ذثسٕط اندانح. ٌَُ شكم غٕس محدد
𝑥2

= 𝑥إذن : 

 lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑥
= lim𝑥→+∞ 𝑥 = + ∞                                        . 

  lim
𝑥→+∞

𝑥2 − 𝑥 = +∞ 2 −  +∞ = +∞−∞   .                       

𝑥2ندٔىا: ٌَُ شكم غٕس محدد نرنك سىحاَل ذثسٕط اندانح − 𝑥 = 𝑥 𝑥 − 1  

 lim
𝑥→+∞

𝑥2 − 𝑥 =  lim
𝑥→+∞

𝑥 𝑥 − 1 = + ∞ +∞− 1 . 

                         =    +∞ ×  +∞    = +∞                 . 

 : احسة انىٍأاخ انرانٕح:ذمريه ذطثيقي

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

3𝑥2 + 5𝑥 + 1              ;            𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 1 − 𝑥 3 +
7

𝑥
 . 

 lim
𝑥→−∞

 2𝑥 − 1  𝑥 + 1     ;  lim
𝑥→−∞

−2𝑥3 +  𝑥2 − 1  1 − 3𝑥 . 

 lim
𝑥→−∞

5

𝑥2+7
. 
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